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Résumé

Les transformées temps-fréquence (transformée de Fourier, transformée en ondelettes) sont
aujourd'hui couramment utilisées en traitement du signal. Dans cet article on se focalise
uniquement sur la transformée de Fourier et plus particuliérement sur la transformée de Fourier
discrete rapide (FFT pour Fast Fourier Transform). L'interprétation d'une FFT reste cependant
délicate car il s'agit avant tout du résultat d'un algorithme de calcul et une bonne dose de
mathématiques est a priori nécessaire pour comprendre les subtilités de la FFT. Avec le
développement considérable de l'informatique et de I'instrumentation, la FFT n'est plus la seule
propriété des chercheurs et ingénieurs et l'outil FFT s'est largement « démocratisé » : pratiquement
tous les oscilloscopes numériques sont aujourd'hui pourvus d'un menu FFT. En conséquence, de
nombreux techniciens, maitrisant peu ou mal les mathématiques, sont confrontés a 1'interprétation
des FFT. Plutot que de longs développements mathématiques, nous proposons aux étudiants de
niveau bac+2 de découvrir 1'outil FFT et ses applications aux travers de diverses expériences
décrites dans cet article.
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1. Introduction

L'algorithme de FFT popularisé par Cooley et Tuckey dés 1965 et 1'acces aisé aux moyens de calculs font
aujourd'hui de la transformée de Fourier discréte un outil incontournable pour tous les étudiants suivant un cursus
EEA (Electronique Electrotechnique et Automatique). L'article concerne plus particuliérement l'apprentissage de la
FFT au niveau bac+2 dans les départements GEII des IUT. C'est ainsi que les modules MA2 (Mathématiques du
signal numérique), EN22 (Traitement du signal numérique) et AU21 (Automatique : modélisation et analyse des
systémes linéaires) du Programme Pédagogique National [1] des départements GEII sont directement concernés
par la transformée de Fourier et I'outil FFT. D'un point de vue chronologique, la transformée de Fourier est
abordée en Mathématiques, apres l'introduction des séries de Fourier. Les transformées de Fourier numérique et
discrete ainsi que la FFT sont ensuite traitées principalement dans les enseignements d'électronique. Pourquoi ?
Parce qu'il est plus facile d'aborder cet outil aprés avoir présenté I'échantillonnage et la conversion analogique-
numérique. En effet, dans notre cas les signaux traités sont issus d'une chaine d'acquisition, nous ne pouvons donc
pas faire I'économie du bruit de quantification. Grosso modo, une heure de cours est consacrée a la FFT, les
problémes soulevés par 'outil (nombre de points finis, choix de la fenétre...) sont abordés en utilisant des
exemples concrets de FFT obtenues au moyen d'un oscilloscope numérique et de générateurs de signaux. Un TD
d'environ deux heures est consacré a une étude de cas : le relevé de la réponse en fréquence d'un systéme linéaire
et a I'exploitation de quelques FFT. Un TP de trois heures permet aux étudiants de réaliser les expériences décrites
au § 3 de cet article :

e choix d'une fenétre de pondération ;

e mesure du bruit de quantification d'un convertisseur analogique-numérique (CAN) et des non-linéarités
de la caractéristique de transfert ;

e ¢tude de la réponse en fréquence d'un systéme linéaire par le calcul de la transformée de Fourier de la
réponse impulsionnelle.

Le menu FFT des oscilloscopes numériques est également utilisé au cours de divers TP pour, par exemple,
visualiser des spectres ou encore mesurer des taux de distorsion.

La mesure du bruit de quantification n'est pas sans poser quelques difficultés liées : i) au probléme de cohérence
entre signal et bruit et, i7) au r6le du bruit physique dans la mesure. La discussion concernant ces deux points est
reportée au § 4 car elle n'est pas indispensable dans une premiére approche et ne peut étre raisonnablement incluse
dans une présentation a bac+2. Le § 2 de l'article présente trés briévement les bases de la FFT.

2. Préliminaires

La transformée de Fourier X(f) d'un signal x(¢) continu dans le temps s'écrit [2] :

=]

X(f)= j r(t)e™ 23 gy
; .



Aprées échantillonnage de x(), on obtient les échantillons x(k7,) ou T, désigne la période d'échantillonnage du
signal x(#). La transformée de Fourier d'un signal échantillonné est alors périodique de période F, = 1/T, et son
module est une fonction paire de la variable f. La transformée de Fourier numérique X,,,,,(f) des échantillons
x(kT,) s'écrit alors [3-5] :
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Un calculateur ne permet pas d'évaluer la transformée de Fourier X,,,,,(f) pour l'ensemble infini des valeurs de k. En
pratique, le nombre d'échantillons est limité a M points par la multiplication des échantillons x(k7,) par les M
échantillons y(k7,) d'une fenétre de pondération encore appelée fenétre d'analyse ou d'apodisation. Pour simplifier
1'écriture, les échantillons x(kT,) et y(kT,) sont notés par la suite x(k) et y(k). Les échantillons y(k) de la fenétre sont
nuls pour £ <0 et k> M - 1, soient z(k) = x(k)y(k) les échantillons issus de la multiplication des x(k) par les y(k)
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pour . La transformée de Fourier numérique Z,,,,(f) des M échantillons z(k) s'écrit alors :
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Avec un calculateur, il est impossible de calculer Z,,,(f) pour toutes les valeurs de . Comme Z,,,(f) est
périodique de période F, dans l'espace des fréquences, on ne calcule Z,,,(f) que pour les valeurs de f'telles que
—
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avec , on obtient ainsi les composantes Z(n) de la transformée de Fourier

discréte :
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Dans le cas ou le nombre de points d'acquisition M est une puissance de 2 (M = 27), on dispose alors d'algorithmes
de calculs rapides, le plus connu d'entre eux est l'algorithme a entrelacement temporel de Colley et Tuckey. Cet
algorithme de FFT permet de ramener le nombre de multiplications a (Mp/2). Si M est différent d'une puissance de
2, on utilise un algorithme dit de DFT (Direct Fourier Transform) et le nombre de multiplications a effectuer est
égal a M. On peut toujours ramener le nombre de points M a une puissance de 2, soit en éliminant des points, soit
encore en ajoutant des zéros, c'est la technique de remplissage ou bourrage ou encore "zero padding” en anglais.
Ajouter par exemple Q zéros ne modifie pas la transformée de Fourier numérique Z,,,,(f), par contre les
composantes Z(#) de la transformée de Fourier discréte sont calculées non plus pour /= nF, / M mais pour
f=nF,/ (M+ Q) ou (M + Q) est maintenant une puissance de 2.

3. Expériences
3.1. Choix d'une fenétre de pondération

Les échantillons z(k) sont donc égaux au produit des x(k) par les échantillons y(k) de la fenétre. A une
multiplication dans le domaine du temps correspond une convolution circulaire dans le domaine des fréquences :

. Il s'ensuit que les composantes Z(n) calculées sont dans le cas général
différentes des valeurs de X,,,,(f = nF,/ M), elles-mémes différentes des valeurs de X(f=nF,/ M). La fenétre
idéale serait celle dont la transformée de Fourier numérique Y,,,,(f) serait équivalente a un Dirac périodique, soit
encore un peigne de Dirac, malheureusement ceci correspond a un nombre de points M infini.



En conséquence, une fenétre de pondération altére 1'allure des spectres. L'expérimentateur dispose de diverses
fenétres se caractérisant dans le domaine temporel par les valeurs des y(k), constantes et égales a 1 par exemple
pour une fenétre rectangulaire, de type cosinus pour une fenétre de Hanning, etc. La transformée de Fourier
numérique Y,,,(f) des y(k) joue un role fondamental en analyse spectrale. Une fenétre de pondération est
caractérisée par deux parameétres principaux :

e lalargeur du lobe principal de Y,,,,(f) définit la résolution de I'analyse, c'est-a-dire I'aptitude a distinguer
deux fréquences proches I'une de 1'autre ;

e la décroissance des lobes secondaires qui définit la dynamique de I'analyse, c'est-a-dire 'aptitude a faire
apparaitre deux fréquences éloignées I'une de 1'autre et d'amplitudes trés différentes.

Sachant que la fenétre idéale est un Dirac, ces deux paramétres sont deux indicateurs qui renseignent grosso modo
de combien la fenétre utilisée s'éloigne de la fenétre idéale. Le choix d'une fenétre de pondération [6] est un
probléme non trivial surtout si on dispose de peu d'information sur le signal. D'un point de vue pédagogique, il est
par contre relativement aisé d'expliquer le choix d'une fenétre ; il suffit de choisir des situations ou les concepts de
résolution et dynamique sont faciles a mettre en oeuvre. Pour cette premiére expérience nous utilisons deux
synthétiseurs de signaux numériques arbitraires HP33120A [7], un additionneur & 3 résistances et un oscilloscope
numérique Yokogawa DL1400 (1 Gb/s, 150 MHz, 8 bits) pour I'enregistrement [8].

Les FFT sont disponibles soit directement sur 'oscilloscope numérique, soit encore par calcul en utilisant le
logiciel Matlab. Dans ce dernier cas, les données stockées dans la mémoire de 'oscilloscope (profondeur mémoire
10000 points au maximum) sont transférées vers le calculateur via le bus GPIB. L'oscilloscope numérique
Yokogawa DL1400 ne dispose que des fenétres rectangulaire et de Hanning, du point de vue pédagogique c'est
amplement suffisant pour illustrer les notions de résolution et dynamique.

En préambule au choix de la fenétre, on propose I'expérience simple suivante : le signal a analyser est de type
sinusoidal, de fréquence Fy et une fenétre rectangulaire est utilisée. En faisant varier la fréquence Fjy, on constate
que les fuites spectrales s'annulent si /'y = KF, / M ou M est le nombre de points d'acquisition, F, la fréquence

Froe #KF. /M
d'échantillonnage et K un entier. Dans le cas ou , on pourra faire observer que les fuites
spectrales sont fortement atténuées quand on choisit la fenétre de Hanning. Dans le cas particulier ou Fy = KF,/ M
les composantes Z, sont calculées pour des fréquences f = nF, / M telles que Z,,,.,(f= nF,/ M) = 0, excepté pour la
fréquence particuliére /= Fy=KF,/ M.

La fenétre de Hanning conduit cependant a un élargissement du lobe principal affectant la résolution en fréquence.
La largeur du lobe principal de la fenétre rectangulaire est égale a 2F, / M alors qu'elle est de 4F, / M pour une
fenétre de Hanning. La fenétre rectangulaire ne permet pas par contre d'obtenir une bonne dynamique car les lobes
secondaires décroissent trés lentement. L'obtention d'une meilleure dynamique, pour un nombre de points M
donné, peut étre obtenue par utilisation des fenétres comme Hanning, Hamming.... Le choix de la fenétre se fait en
fonction des écarts de fréquence et d'amplitude des diverses composantes contenues dans le signal.

Pour appréhender le choix d'une fenétre, on choisit maintenant deux situations illustrant le compromis résolution-
dynamique.

1. Le signal a analyser est la somme de deux de fréquences F et F, trés proches 1'une de l'autre et
d'amplitudes identiques, F; = 48828,125 Hz et F;, = 49072,265 Hz. Le zoom autour des fréquences F| et
F, de la FFT, calculée avec M = 8192 et une fenétre rectangulaire, est donné sur la figure 1, il fait
clairement apparaitre les deux fréquences désirées, les FFT sont normalisées a I'amplitude maximale. On
remarquera que les deux fréquences F; et F, sont respectivement des multiples du pas de calcul, c'est-a-
dire de F,/ M avec F,=1 MHz, en effet F; =400 F,/ M et F, =402 F,/ M, c'est la raison pour laquelle
les fuites spectrales sont nulles. La FFT de la figure 2, calculée avec une fenétre de Hanning, ne permet
plus de séparer les deux fréquences car la largeur du lobe principal 4F, / M est supérieure a I'écart de
fréquence (F, - Fy) =2F,/ M.

2. Le signal a analyser est maintenant la somme de deux fréquences F; = 48889 Hz et F, = 61096 Hz,
éloignées I'une de l'autre et d'amplitudes trés différentes, dans un rapport d'environ 10°. Le zoom autour
des fréquences F) et I, de la FFT calculée avec une fenétre rectangulaire est donné a la figure 3. La FFT
ne fait pas apparaitre la composante de trés faible amplitude. En effet, la fréquence F; =400,5 F,/ M, en
conséquence les fuites spectrales dues a cette composante sont importantes a la fréquence F, et masquent
cette derniere. La FFT de la figure 4, calculée avec une fenétre de Hanning, fait quant a elle clairement



apparaitre les deux fréquences. La fenétre de Hanning n'est pas en toute rigueur le meilleur choix, en effet
il existe des fenétres avec des fuites spectrales plus faibles et donc mieux adaptées pour traiter ce
probléme.
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Fig. 1. Zoom autour des fréquences F| et [, de la FFT Fig. 2. Zoom autour des fréquences F et F, de la FFT
calculée avec une fenétre rectangulaire, les deux calculée avec une fenétre de Hanning, les deux
fréquences F et F, sont proches 1'une de l'autre (F, - fréquences F, et F, sont proches 1'une de l'autre (F, -
F))=2F,/ M ; résultat expérimental. F)=2F,/ M ; résultat expérimental.
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Fig. 3. Zoom autour des fréquences F| et [, de la FFT Fig. 4. Zoom autour des fréquences F et F, de la FFT

calculée avec une fenétre rectangulaire, les deux calculée avec une fenétre de Hanning, les deux
fréquences F et F, sont éloignées 1'une de l'autre et fréquences F et F, sont éloignées I'une de l'autre et
d'amplitudes trés différentes ; résultat expérimental. d'amplitudes trés différentes ; résultat expérimental.

3.2. Caractérisation d'un convertisseur analogique numérique

Un convertisseur analogique numérique (CAN) permet de convertir des échantillons analogiques en un code
binaire de N bits. Le choix d'un CAN (flash, SAR, sigma-delta...) se fait en fonction de la résolution souhaitée
(nombre de bits N), de la distorsion acceptable et surtout du temps de conversion imposé par la période
d'échantillonnage T, = 1/F,, la fréquence d'échantillonnage F, est quant a elle imposée par le théoréme de Shannon.

L'opération de quantification réalisée par un CAN introduit un bruit appelé bruit de quantification : c'est la
différence entre la valeur réelle des échantillons avant la conversion et la valeur restituée a partir du seul code de N
bits en prenant le milieu du quantum. Pour un CAN de N bits, le rapport Signal/Bruit de quantification (SNR pour



Signal Noise Ratio) est égal a : SNR = (20 log;o 2") = (6,02N)z si le signal a convertir est équi-réparti dans la
pleine échelle (FSR pour Full Scale Range) du CAN. La démonstration dans le cas général nécessite en toute
rigueur l'utilisation de la notion de variance, on peut cependant obtenir le résultat dans le cas particulier d'un signal
triangulaire en utilisant les valeurs efficaces mieux maitrisées par I'ensemble des étudiants. Dans le cas d'un signal
test sinusoidal, I'expression du SNR doit étre corrigée pour tenir compte du fait que le signal n'est pas exactement
équi-réparti, on obtient alors : SNR = (6,02 N + 1,76)g.

On se propose de mettre en évidence le bruit de quantification et d'estimer le SNR du CAN de l'oscilloscope
numérique Yokogawa en utilisant l'outil FFT. La fréquence Fy du signal appliqué a I'entrée de 'oscilloscope est
voisine de 50 kHz, en toute rigueur 50170,898 Hz pour éliminer les fuites spectrales, la fréquence

50170,888 Hz = %f{
d'échantillonnage F, = 1 MHz et M = 8192, par conséquent - avec K=411. La FFT est
calculée en utilisant une fenétre rectangulaire, le résultat est montré a la figure 5. En premiére lecture, la FFT fait
apparaitre le fondamental a 50 kHz et un plancher moyen de bruit a environ - 85 dB. L'amplitude de la sinusoide
conduisant a la FFT de la figure 5 est d'environ 1 V, la sensibilité de l'oscilloscope est ajustée de telle maniére que
le signal occupe la totalité de 1'écran. Dans les mémes conditions, avec une amplitude de 10 mV, le plancher de
bruit remonte et atteint environ - 70 dB, dans ce cas le plancher de bruit est dominé par le bruit physique et le bruit
de quantification ne peut étre mesuré. Avec une amplitude de 1 V, les bruits physiques sont quasiment
négligeables (voir la discussion du § 4) et dans ce cas le plancher moyen de bruit dépend du SNR et de la FFT. La
valeur théorique attendue est : 6,02N + 1,76 + 10 log;¢(M/2) ou M est le nombre de points de calcul de la FFT [9].
Sans entrer dans le détail de cette relation, rappelons que le module de la FFT, calculé avec une fenétre
rectangulaire, d'un signal sinusoidal de fréquence Fy, d'amplitude A et échantillonné avec M points est égal a
AM / 2 si la fréquence Fy est un multiple de F, / M. Dans le cas de la figure 5, le plancher théorique de bruit est
donc attendu a - 86 dB. Bien que le nombre N de bits du CAN soit fixé, il est intéressant pédagogiquement de
simuler un CAN avec un nombre de bits inférieur a 8. Sans modifier 'amplitude du signal d'entrée, le simple fait
de multiplier par exemple 1'échelle verticale (Volts/Div) par 8 permet de simuler un CAN de 5 bits. On peut aussi
changer I'amplitude du signal, il faut simplement que la trace sur 1'écran occupe seulement le 1/8 de I'écran total.
On observe bien alors une remontée du plancher de bruit d'environ 18 dB.

La FFT de la figure 5, fait apparaitre d'autres pics, principalement a 100 Hz, 150 Hz, 200 Hz et 250 Hz
respectivement. Ces pics proviennent des harmoniques du générateur et/ou des non-linéarités de 1'ensemble
amplificateur plus CAN de 'oscilloscope numérique. Le taux de distorsion mesuré a partir des pics de la figure 5
conduit a une valeur d'environ 4,5.10"3 , soit - 47 dBc. Le constructeur du générateur annonce une distorsion
harmonique de - 60 dBc (¢ pour carrier) pour des fréquences F;y comprises entre 20 kHz et 100 kHz, on peut donc
raisonnablement conclure que les pics sont dus en partie aux non-linéarités de I'amplificateur plus CAN de
l'oscilloscope.
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Fig. 5. FFT avec fenétre rectangulaire d'un signal sinusoidal de fréquence Fy = 50170,898 Hz échantillonné a
1 MHz et codé avec 8 bits ; résultat expérimental.

Pour mettre en évidence les non-linéarités de 1'ensemble amplificateur plus CAN, on peut faire appel a la méthode
couramment utilisée en électronique pour la mesure du taux d'intermodulation des amplificateurs et des



mélangeurs. Cette technique consiste a appliquer a I'entrée de I'amplificateur plus CAN un signal constitué par la
somme de deux fréquences F et F, proches I'une de l'autre, le terme non linéaire d'ordre 3 conduit a I'apparition
des fréquences (2F) - F,) et (2F, - F)). La figure 6 montre la FFT obtenue en prenant F; =250 kHz et

F, =260 kHz. Les deux raies observées a 240 kHz et 270 kHz sont donc la signature de la non-linéarité de
l'ensemble amplificateur plus CAN de 'oscilloscope Yokogawa. La somme des deux fréquences est réalisée au
moyen d'un additionneur a trois résistances, il est important de s'assurer au préalable, avec un analyseur de spectre
analogique par exemple, que l'ensemble des deux générateurs et additionneur ne génére pas lui méme des
fréquences a (2F) - F») et (2F, - F)).
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Fig. 6. Mise en évidence des non-linéarités de I'amplificateur et du CAN de l'oscilloscope numérique, le signal
d'entrée est la somme de deux sinusoides ; résultat expérimental.

3.3. Réponse en fréquence d'un systéme linéaire

D'un point de vue théorique, la réponse en fréquence H(f) d'un systéme linéaire est obtenue en calculant la
transformée de Fourier de la réponse impulsionnelle 4(¢) : H(f) = TF[h(f)]. En pratique, l'impulsion e(¢) appliquée
au systéme a une largeur 6 finie. Pour obtenir la réponse en fréquence du systéme a partir du calcul de la FFT, les
échantillons g(kT,) de la réponse du systéme, différents des A4(kT,), doivent étre codés sur N bits. Il est donc
intéressant d'étudier : i) I'influence de la largeur 6 et ii) les limitations de la FFT dans une telle analyse. L'objet de
I'étude est un filtre du deuxieme ordre (inductance L, résistance R et capacité C) que les étudiants ont déja
rencontré soit en électronique soit encore en automatique. La fréquence de résonance F et le coefficient de
surtension Q sont respectivement égaux a 2,8 kHz et 3. Plusieurs expériences sont proposées aux étudiants :

a) @ =lps et F,=2 MHz : le module de la FFT est donné a la figure 7. Jusqu'a environ 20 kHz, le résultat de la
FFT est en trés bon accord avec la courbe déduite d'un calcul analytique utilisant les impédances complexes. Pour
illustrer la technique de remplissage mentionnée au § 2, les M = 10* points acquis sont complétés par Q = (2'4-2'°)
L =122 H=
M+Q
z€ros, en conséquence le pas de calcul de la FFT est égal a . Compte tenu de la fréquence
d'échantillonnage ¢élevée, 1'absence de filtre antirepliement n'est pas ici un probleme, en effet la limitation de la
plage de fréquence intéressante est principalement due au bruit et plus particuliérement au bruit de quantification.
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ordre.

) 6=200 pus et F, =2 MHz : le module de la FFT est donné a la figure 8. Le résultat montre clairement que
G(f) = H(f)E(f) ou G(f) et E(f) sont respectivement les transformées de Fourier de g(¢) et e(¢). La transformée de
Fourier E(f) présente des minimums pour les fréquences 5 kHz, 10 kHz, c'est-a-dire pour des valeurs multiples de

1/6. Les fréquences de 5 kHz, 10 kHz n'étant pas des multiples exacts de F,,/ M, c'est la raison pour laquelle on a
des minimums et non des zéros.

Ces deux expériences illustrent bien 1'intérét de la FFT pour I'étude des systémes linéaires. Il est évidemment
intéressant de comparer cette méthode avec la méthode harmonique classique, aucune méthode ne permet
d'accéder a H(f) aux fréquences élevées, compte tenu du rapport signal/bruit faible dans ce domaine.
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Fig. 8. FFT normalisée a 0 dB pour f— 0 de la réponse a une impulsion de largeur § =200 ps d'un filtre du second
ordre.

4. Discussion sur la mesure du bruit de quantification

Le bruit de quantification de la figure 5, annoncé comme tel au § 3.2., est-il di uniquement a la quantification sur
N bits des échantillons ? Quelle est I'importance du bruit physique qui est forcément présent ? Pour répondre a ces
questions nous proposons de comparer les FFT obtenues expérimentalement avec le générateur et I'oscilloscope
numérique aux FFT données par 'outil de simulation Simulink de Matlab.



La figure 9 montre la FFT obtenue en simulation d'un signal sinusoidal de fréquence F;y = 50170,898 Hz
échantillonné a F, = 1 MHz et codé avec 8 bits, pour se rapprocher de I'expérience nous avons additionné des
harmoniques 2, 3 et 4 au fondamental. 11 est évident que dans ce cas le bruit observé est uniquement di au bruit de
quantification, le bruit est a priori blanc sans raie apparente, excepté les raies dues aux harmoniques. On remarque
cependant une dispersion des valeurs autour du plancher beaucoup plus importante que pour la FFT expérimentale.
Pour faciliter la comparaison entre simulation et expérience nous avons reproduit la figure 5 a coté de la figure 9.
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Fig. 9. FFT avec fenétre rectangulaire, obtenue par Fig. 5. FFT avec fenétre rectangulaire d'un signal
simulation, d'un signal sinusoidal de fréquence sinusoidal de fréquence F;y = 50170,898 Hz
F;y=50170,898 Hz, avec harmoniques 2, 3 et 4 et codé échantillonné a 1 MHz et codé avec 8 bits ; résultat
sur 8 bits. expérimental.

Une simulation analogue réalisée avec une fréquence F;y = 50 kHz donne la FFT de la figure 10. Dans ce cas le
bruit de quantification est trés éloigné d'un bruit blanc, en effet il se présente sous formes de raies aux fréquences
multiples de 50 kHz. Il s'agit d'un cas particulier de cohérence, en effet les échantillons quantifiés sont périodiques
et de période égale a 20 microsecondes. On peut obtenir un résultat analogue avec des fréquences Fyy telles que

Fiyn P P 1
F. R E-m
avec P et R entiers et premiers entre eux, et avec R < M. Pour Fyy, le rapport , la période des
p
o= 20 us
IN
échantillons quantifiés est égale a , d'out les raies équidistantes de 50 kHz sur la figure 10. On pourra

Fry =50170,888 Hz = ff%
remarquer que dans le cas de la FFT de la figure 9 ou " avecK=411,P=411et
R =28192, c'est donc un cas limite car M = 8§192. On peut vérifier par exemple par simulation que pour K =410,
P 205
R~ 10896 . N ‘
et donc R = 4096 < 8192, que le bruit de quantification présente des pics.

La figure 11 montre la FFT obtenue expérimentalement avec Fjy = 50 kHz et F, = 1 MHz, le bruit apparait comme
blanc. On remarque cependant des raies aux fréquences 350 kHz, 400 kHz et 450 kHz qui sont la signature d'un
reste de cohérence, ces raies sont absentes sur la FFT de la figure 5.

La différence essentielle entre les résultats expérimentaux et de simulation est le bruit physique provenant d'une
part du générateur et d'autre part de 'amplificateur de 1'oscilloscope. Le bruit physique a tendance a détruire la
cohérence et donc a « blanchir » le spectre de raies. L'introduction de bruit pour « blanchir » le bruit de
quantification est une technique quelques fois utilisée en conversion analogique numérique, elle porte le nom de
dithering [10].
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Fig. 10. FFT avec fenétre de Hanning, obtenue par Fig.11. FFT avec fenétre de Hanning d'un signal
simulation, d'un signal sinusoidal de fréquence sinusoidal de fréquence Fjy = 50 kHz échantillonné a
F;y=50 kHz avec harmoniques 2, 3 et 4 et codé sur 8 1 MHz et codé sous 8 bits ; résultat expérimental.

bits.

Compte tenu des différences entre les résultats expérimentaux (Fig. 5 et 11) et de simulation (Fig. 9 et 10), il faut
donc admettre que les planchers de bruit des figures 5 et 11 sont perturbés par le bruit physique. On peut cependant
raisonnablement s'attendre a une contribution faible du bruit physique vu que les valeurs mesurées des planchers
de bruit sont proches de celles attendues.

Pour compléter 1'étude nous avons donc effectuer des simulations en additionnant du bruit physique au signal
comme le montre le schéma Simulink de la figure 12. Les points stockés dans la mémoire 1 sont utilisés pour
calculer la FFT de la figure 10, dans ce cas particulier aucun bruit physique n'est additionné au signal. Les points
stockés dans les mémoires 2 et 3 sont utilisés pour calculer les FFT des figures 13 et 14 suivantes.
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Fig. 12. Schéma Simulink pour 1'é¢tude du bruit de quantification et du bruit physique.



La FFT de la figure 13 est obtenue en additionnant un bruit physique au signal de fréquence F;y = 50 kHz, les
amplitudes des raies du bruit de quantification de la figure 10 ont diminué et le bruit est étalé en fréquence, c'est
l'opération de dithering. La FFT de la figure 13 est trés similaire a la FFT de la figure 11 obtenue
expérimentalement. Le plancher de bruit est voisin des - 86 dB attendus car le bruit physique est a environ - 10 dB
en dessous du plancher de bruit comme le montre la figure 14. En additionnant le méme niveau de bruit physique
au signal de fréquence F;y=50170,898 Hz, on obtient la FFT de la figure 15 qui est & comparer a la FFT de la
figure 9. La encore le bruit physique détruit la cohérence et a tendance a blanchir le spectre pour donner une FFT
similaire a celle obtenue expérimentalement et donnée en figure 5.
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Fig. 13. FFT avec fenétre de Hanning, obtenue par Fig. 14. FFT avec fenétre de Hanning, obtenue par
simulation, d'un signal sinusoidal de fréquence simulation, d'un signal sinusoidal de fréquence
F;y=50kHz avec harmoniques 2, 3 et 4 et codé avec 8§ F;y=50kHz avec harmoniques 2, 3 et 4 et bruit. Les
bits. Un bruit physique est additionné au signal. échantillons ne sont pas quantifiés. Le bruit physique
est a environ - 10 dB sous le plancher de bruit de la
figure 13.
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Fig. 15. FFT avec fenétre rectangulaire, obtenue par simulation, d'un signal sinusoidal de fréquence
F;y=50170,898 Hz avec harmoniques 2, 3 et 4 et codé sur 8 bits. Un bruit physique est additionné au signal. Cette
FFT est similaire a celle de la figure 5 obtenue expérimentalement.



5. Conclusion

Les outils de traitement des signaux comme la FFT facilitent grandement la tache des techniciens, ingénieurs et
chercheurs travaillant dans de nombreux secteurs et pas seulement ceux de I'EEA. D'un point de vue pédagogique,
ces outils, facilement accessibles, ont cependant tendance a compliquer quelque peu la tache des enseignants,
surtout des enseignants intervenant dans les cycles techniques courts ou le recours aux mathématiques est limité.
Faut-il alors renoncer a utiliser ces outils sous prétexte qu'ils sont trop compliqués ? La réponse est évidemment
non, en conséquence il nous faut développer une pédagogie adaptée pour démystifier ceux-ci.

C'est dans cet état d'esprit que nous avons préparé des expériences utilisant la FFT. Ces expériences ont un double
objectif, le premier est de présenter 'outil proprement dit, le second est d'appliquer l'outil a I'étude de systémes en
rapport avec le contenu de la formation.

S'agissant du premier objectif, nous montrons que par des choix convenables de signaux il est relativement aisé
d'introduire les notions de résolution et de dynamique et par conséquent d'aborder le choix d'une fenétre de
pondération.

Pour ce qui est des applications de la FFT, nous avons choisi d'illustrer son intérét en étudiant partiellement un
CAN, c'est ainsi que nous revisitons la notion de bruit de quantification. Nous proposons également une
expérience pour identifier les non-linéarités de I'amplificateur et du CAN d'un oscilloscope numérique. La dernicre
expérience concerne le relevé de la réponse en fréquence d'un filtre du deuxieéme ordre. La FFT permet, sous
certaines conditions, d'accéder rapidement a H(f).

Les comparaisons entre simulations et expériences du § 4 permettent d'approfondir le réle du bruit physique dans
la mesure du bruit de quantification. Cette derniére partie ne peut pas étre abordée au niveau bac+2, mais comme
nous le montrons au § 3, il n'est pas nécessaire dans une premicre approche de tenir compte du bruit physique, tout
au moins avec les conditions expérimentales retenues.
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