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RESUME : On présente, dans cette contribution, les troietgoflu travail que des étudiants de deuxieme aenée
DUT Réseaux et Télécoms doivent réaliser dansdeecd’'un projet tuteuré. Dans un premier tempstampellera le
réle bien particulier de la transformée de Foudins la diffraction de Fraunhofer : dans un tekeals propriétés de
la transformée de Fourier, et la transformée eBenm se localiserttans I'espace physique et se visualis@#ns un
second temps, on décrira I'expérience d’Abbe oureésé en évidence la possibilité d’opérer des nwatibns sur une
image paffiltrage des fréquences spatialédn insistera sur le fait que ces opérations lthadie, qui ont lieu au niveau
du spectre de 'image, solaicalisées dans I'espaceelles correspondent a des actions bien réeldsudation, de dé-
coupe ou de cache, situées spatialement dans legeod’Abbe. Enfin, a I'aide du logiciel Matl@h on utilisera une
image témoin constituée de motifs simples pwooir les altérations qu’elle subit lors d'un processdsfiltrage et
d’échantillonnage. Ce projet vise a sortir la tfarmsée de Fourier du contexte du traitement duadigha en éclairer
les aspects les plus connus. Ainsi, les étudialnservent en les voyades propriétés qu'ils auront étudiées dans leur
cursus. L'intérét pédagogique d’un tel travail lagbrise de recul sur des notions et opérations da@s un cadre spéci-
fique. Une telle approche, privilégiant les alletsetours entre deux domaines distincts pourréclan méme concept,

a bien s{ir vocation a étre étendue.
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1 INTRODUCTION

1.1 Considérations générales

L'apprentissage d’'un outil mathématique appliqué de
facon exclusive a une discipline donnée, fait pedi
vue ce qu'il a d’'universel. Par exemple, 'enseigeat

des Réseaux et des Télécommunications en IUT re-
quiert l'initiation au traitement du signal, et plgéné-
ralement a l'analyse de Fourier. Ces enseignements
conduisent souvent les étudiants, comme leurs ensei
gnants, a associer la transformée de Fourier adté
temps-fréquence exclusivement. Pourtant, bien daant
théorie du signal, les premiers calculs de transfer

de Fourier concernent des calculsfigares de diffrac-
tion associés a unecorrespondance espace-espace
ouverture diffractante et figure de diffraction sae-
lites par transformée de Fourier, mais sont lofedis
dans I'espace réel. De plus, les exemples owudéa-
bles conjuguéesont descoordonnées spatialest des
fréquences spatialese rencontrent souvent en Physi-
que et apparaissent, pour certains, avant la #héri
signal.

Les caractéristiques fréquentielles d’'un ensemide d
mesures - c'est-a-dire d'un « signal » -, mise®@n
dence grace a sa représentation fréquentielle,béent
réellesmais ne correspondent a rien qui soit directe-
mentvisible En traitement du signal, le passage dans le
« domaine fréquentiel » correspond a l'observation
d’effets et de caractéristiques qui n'ont de réed tpur
contrepartie temporelle [11].

Le but affiché du projet tuteuré décrit ici, estndo
d’éclairer certains aspects de la transformée dei¢io

par son utilisation dans des disciplines trés chffiées

et a priori étrangéres : on utilise ce qui &stidentet
visible dans un domaine - en l'occurrence I'Optique -
pour mieux concevoir ce qui S'appréhende de facon
indirecte, voire abstraite, en traitement du sigha].

1.2 Omniprésence de I'analyse de Fourier

Enfin, on sensibilisera les étudiants, tout au lahg
projet, au caractere universel et a 'omniprésetdee
'analyse de Fourier en Physique. Une présence ma-
thématique d'abord, dans la résolution des équmtion
différentielles qui expriment ldsis de la Physique, en
particulier dans le cas ou I'on bénéficie de l&éinté,
dont les solutions se développent en « somme sode F
rier, série ou intégrale. Une présence d’'un poinvuae
physique ensuite, puisque les grandeurs qui seaprop
gent ou se comportent comme une onde sont partout
présentes, en Mécanique et en acoustique, enailectr
magnétisme et en Optique, mais aussi dans la Rigysiq
contemporaine : mécanique quantique et relativité g
nérale. Des lors, des décompositions en somme ule Fo
rier, discrete ou continue, apparaissent natureifgém
dans la représentation du phénomene décrit [ZB]3],

2 DIFFRACTION ET TRANSFORMEE DE
FOURIER

2.1 Description ondulatoire de la lumiére

Le cas de I'Optique ondulatoire est particulieremen
éloquent puisqu’il donne ®oir ce qui, ailleurs, devra
seulement se concevoir, en particulier dans leecddr
'analyse de Fourier. Mais pour cela, il faut dispo
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d’'une théorie, et donc d’équations, qui rendentmem
du comportement de la lumiére, au moins pour certai
nes de ses propriétés. Parmi les grands promoteurs
d’'une théorie ondulatoire de la lumiére, c’'est Reds
qui, le premier, saura mettre clairement en éviddes
caractéristiques ondulatoires de la lumiére. Ihéta le
principe de Huygens décrivant une propagation « de
proche en proche » et concevra des méthodes graphi-
gues et calculatoires pour déterminer I'amplitudeur
point de I'espace (sur un écran, par exemple) de-la
miére diffractée par un obstacl®u une « ouverture ».
Critiqués par Kirchhoff, certains aspects de sésuta
manqueront de généralité, voire de rigueur [1]d€e
nier proposera alors une intégrale illustrant matité
guement le principe de Huygens-Fresnel de facan tré
générale. Indiquons juste que Kirchhoff montre ge'u
amplitudeA, solution de I'équation de Helmholtz, fait
'objet du théoreme suivant: en tout pointP a
I'intérieur d’'une surface fermée, Bamplitude A(P) se
déduit des valeurs d¥&; et de ses dérivées partiels

la surface S» (fig 1). Plus précisément, I'amplitude
A(P) s’exprime comme une intégrale double ou inter-
viennentAg et ses dérivées partielles. L'intégrale de
Kirchhoff, plus riche et plus générale que les fales

de Fresnel, est difficilement utilisable telle deel
Néanmoins, elle autorise, suite & certaines apmxi
tions, des calculs conformes a I'expérience etmedo
les expressions introduites par Fresnel dont lifies

tion est parfois difficile [4], [6], [7].

2.2 De Kirchhoff & Fresnel

Le schémdig 1 donne la configuration spatiale dans le
cas ou un diaphragme (I'ouverture au centre du-sché

ma) fait partie de la surfac Une sourcé®, émet une
onde sphérique de la formayr)exp(kr), ou k = 2x/A.

B |
S |
|
Dhaphragme |

fig 1 : Amplitude en P, aprés émission a partiRie

Dans le cas ou les distangest s sont « grandes » par
rapport a lI'ouverture du diaphragme, elle-mémees tr
grande » par rapport a la longueur d’oriden montre

que l'intégrale de Kirchhoff devient
ik (r+s)
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ou la contribution a l'intégrale de surfabers du dia-
phragme est considérée comme nulle. Considérons a
présent le poinP situé sur un écran placé a une dis-
tancez du diaphragmefig 2). Notons ¥, y) les coor-
données d# sur le diaphragme, e, (V) celles deP.

A(P) = [cos(fi, §) - cos(i, F)]do (1)

fig 2: De I'ouverture a I'écran

En utilisant le théoréme de Pythagore relimet z, en

supposant que les dimensions de I'écran et du dia-

phragme soient petites par rappo# &t en ne considé-

rant que les rayons quasiment paralléles a I'azeo®

vérifie que (1) se réécrit comme
i,{(u—x)“(v—y)z

ﬂ A(M )e e

Diaph

La relation (2) donne, dans I'approximation de Rets

I'amplitude A(P) = A(u, v) du champsur I'écrana par-

tir de toutes les contribution&(M) = A(X, y) sommées

au niveau dudiaphragme en fonction des parametres

du probléme (géométrie et longueur d’onde). En ieons

dérant lecarré du modulele A(P), on obtient ce que le

« détecteur » ceil capte : ufigure de diffraction ici

dans l'approximation de Fresnel, correspondant a la

répartition sur I'écran deititensité lumineusapres le

passage de la lumiére par le diaphragme.

A(P) = — o™ ]dxdy @

2.3 De Fresnel a Fraunhofer

Le dernier niveau d’approximation consiste a élergn
davantage I'écran du diaphragme (on ne discutesa pa
des distances possibles erfgeet le diaphragme). On a
alorsz >> ( + Y9/ tout en considérant que les pro-
duitsux etvy 'emportent sur les termes quadratigques
ety’. Les distances etz sont maintenant reliées par

s = z+ UW+VA)2z — Ux+wy)lz ()
En intégrant suR?, 'amplitude écrite en (2) devient

ux+vy

Aluv) = _IAezke”[ g ]II A(x, y)e_zm(Tjdxdy (@)

On reconnait dans l'intégrale (4), teansformée de
Fourier bidimensionnelle au pointuliz, v/iz) de
'amplitude A(x, y). Par conséquent;amplitude du
champ associée a la diffraction par une ouverture
dans le cadre dedpproximation de Fraunhoferest
proportionnelle a latransformée de Fourierde
I'amplitude du champ au niveau du diaphragswant
supposé une distan¢s grandeentre le diaphragme
et I'écran, on parle ddiffraction a I'infini.
On introduit alors lefrféquences spatiales

px = uiz et p, = Viz. (5)
Ces grandeurs ont pour dimensianuerse d’'une lon-
gueur et jouent dans la suite le réle que joue la fré-
guence temporelle en traitement du signal. La égie
diffraction visualisée sur [I'écran correspond a
l'intensité lumineusevue par I'eeil, c’est-a-dire au carré



du module déA(u, v). Dans 'approximation de Fraun-
hofer, elle est donc donnée par

(P, p,) = 1o AP, p,)|| ©)

ol A désigne la transformée de FourierAleChaque
point duspectre d’amplituddau carré) sur I'écran est
doncrepeéré par les coordonnées fréquentie(igs p,).
Les basses fréquencesont alors situéeau centrede
I'écran, et ledautes fréquences loin du centre.
Remarquons que, selon (6), et d’'aprés ce que bos-c
tate expérimentalement, fgure de diffraction dans
I'approximation de Fraunhofegstinvariante par tran-
slation dans le planx, y) du diaphragme. En effet, le
facteur de phasapparaissant du fait de la translation,
disparait dans I'écriture du module.

Un montage optique permettant de « simuler » la dif
fraction a linfini utilise deux lentilles convergtesL

de part et d’autre du diaphragmigg (3) : des rayons
paralléles arrivent sur I'ouverture (une fente icate),

et les rayons paralléles associés a la diffracivivent
«de l'infini » sur I'écran placé au niveau du aml
image » de la seconde lentille.

Diaphragme !
fentz verficale L

Figure de diffraction
sur [eran |
2 sinus cardinaus
orthogona

fig 3 : Diffraction a l'infini
2.4 Quelques exemples

2.4.1 Que s’attend-on a voir ?

Nous savons a présent quels sont les « motifsdifde
fraction que nous observerons dans I'approximatien
Fraunhofer : connaissant la fonction bidimensiolenel
associée a l'ouverture diffractante, en particuéesa
géométrie, sa transformée de Fourier (son module au
carré) nous donnera la figure de diffraction attend
La figure qui suit fig 4) rassemble les principaux spec-
tres bien connus des praticiens (enseignants et étu
diants) du traitement du signal. Se rapportantdukli-

té temps-fréquence, ils relient deux « fonctionoetes
deux a une variable. Leur utilisation et une corabin
son judicieuse de ces graphes nous donneront facile
ment la fonction de deux variables spatiales agsogi

la figure de diffraction cherchée, pour une ouwertu
diffractante donnée. Mais, le cheminement inverse e
au moins aussi intéressant, celui que pratiquéysip
cien, le cristallographe ou le biologiste : obsatuane
figure de diffraction, et ayant bien & I'esprit nggec-

tres de base, on remonte a la géométrie de I'dbstac
diffractant (agencement d’atomes dans un cristalcs
ture d’'un fragment d’ADN, etc.).

Quelques Spectres « vedettes »

TF

- 1 Porte > sinus cardinal

= 1 « Impulsion » — 5 une « constante » o

- 2 Impulsions s un cosinus ANNANANNNNN -
| < JVVVVVVVVA

= Un « peigne »

— 5 un « peigne » J_IAI_‘_*_LI_I_L
SREARENRENES

fig 4 : Principaux spectres de base en traitemensignal

2.4.2 Ouverture rectangulaire

On considére ici que l'ouverture diffractante eseu
fente de hauteua et de largeub, découpée dans un
cache opaque de dimensions trés grandes par rapport
a et b. La fonction bidimensionnelle qui la représente
est donc une « porte » a deux dimensions cara@téris
par deux largeura et b selon deux axes orthogonaux.
Si I'écran ou I'on observe la diffraction est placéine
distancez = D suffisamment grande de la fente, nous
sommes dans le cadre de I'approximation de Fraunho-
fer. L'amplitude de la lumiere diffractée est alaien-
née par la transformée de Fourier a deux dimensiens
la fonction associée a la fente. L'intensité assod la
figure de diffraction observée, est donc proporite
au carré de deux sinus cardinaux :

I(po ) = lolsin (@)/a]® [sin B)IB* )
ou a = map, = zaulAD et f = zbp, = zbv/AD. Pour une
longueur d’ondel donnée, elle s'annule une premiere
fois de part et d’autre du centre pgur= +l/a etp, =
+1/b.

fig 5 : Diffraction de Fraunhofer par une ouvertuarrée
et par une fente. Effet d’'une rotation



L’allure de ce que I'on voit sur I'écran dépend ghes
rametres géomeétriquex a, etb : comme on s'y attend,
plus la fente est étroite, plus la figure de difian est
dilatée orthogonalement a la fenfiy (3 et fig 5). Une
rotation dans le plarx(y) induit une rotation de méme
angle dans le plampy, p,) (fig 5 en bas).

|
e |
! 0 :
i ’ ‘

fig 6 : De Fresnel a Fraunhofer

Enfin, sachant ce que I'on obtient avec I'ouvertiee-
tangulaire, observons fa 6 ou, de gauche a droite, on
présente sa figure de diffraction lorsque I'écranetie
se forme s’éloigne de l'ouverture. On passe alas d
'approximation de Fresnel a I'approximation de
Fraunhofer, ou I'on reconnait clairement, & droliés,

sinus cardinaux attendus.

2.4.3 Diffraction et interférences par 2 ouvertures

L’expérience des trous (ou fentes) d'Young est bien
connue : une ondeniquepasse par deux petites ouver-
tures écartées d’'une distaricd es trous se comportent
commedeux sources cohérentgsi donnent lieu a des
interférences, aprés diffraction de I'onde incigepar
chaque trou. Ce que I'on voit sur un écran placée&
distanceD, grande devant, est montréfig 7: des

« franges » d’interférences, modulées par des amnea
concentriqgues associés a la diffraction par chaque
trou. Sur I'écran, deux franges sont séparéesgodist
tanceAD/L. En Optique ondulatoire, comme en traite-
ment du signal, la périodicité enL1f ou en 1T - du
motif spectral doit nous apparaitre comme naturelle

fig 7 : Diffraction et interférences par 2 trous :
phénomene réel pour 2 valeurs de L et simulation

Notons bien que ledeuxtrous sont nécessaires pour
obtenir desnterférenceset le motif oscillant en cosinus
correspondant fig 7 a droite). Supprimer l'un des
trous supprime les interférencest I'oscillation asso-
ciée. Ne reste alors que la diffraction par le trestant.
De méme, il faudeuxportes, ou impulsions, séparées
dans le temps pour obtenir descillations en cosinus
dans le spectre d’amplitudg@oir le troisieme spectre
fig 4). La suppression de I'une des portes supprime ce
terme, et ne laisse plus dans le spectre d’amplitce

le sinus cardinal associé a la porte restante.

2.4.4 Diffraction et interférences par N fentes

Le cas d'un ensemble de fentes est intéressane parc
gu’il conduit a la visualisation de la transformde
Fourier d’'une fonction se rapprochant d’'un « peigae
Dirac », moyennant les passages a la limiteddax
parameétres le nombrede fentes et léargeur de cha-
que fente. Considérons fentes de largeua, de hau-
teur trés grande devaat et séparées deux a deux par
une distancd.. Dans les conditions de Fraunhofer, on
obtient aprés un calcul de transformée de Foudiang
la seule directiorx), une intensité proportionnelle a un
produit de deux termes :

| = Ig[sin (a)/a] qsin (NB)/Nsin f]? (8)
aveca = rapy etp = nLp.
L'intensité observée sur I'écran comprend donc: un
« terme de diffraction » qui correspond adlffraction
par chaque fente c’'est le sinus cardinal au carré qui
joue le réle dénveloppedes raies vertefig 8; un
« terme d'interférences » qui correspond amperfé-
rencesde la lumiére issue déssources cohérentes que
constituent les fentes : c'est I'ensemble des raisé-
rées dans le sinus cardinal.

2 fentes/w
Graphe de 1o Sfentes, 5= 20 Lo [ [ 7

3] el Pl o ol LN e A
UL 0 W 2L Frég Spatieke

el e B

0| | S|
AL

fig 8 : Diffraction et interférences par N fentes

QuandN augmente, chaque raie (de largeur é\j &kt

de plus en plus piquée, deux raies consécutives éta
séparées par la méme distance fréquentielle Lidrs-
que la largeun des fentes tend vers zéro, I'enveloppe
gue forme le sinus cardinal tend vers une droite- ho
zontale. On voit, suite a cettluble limite se profiler
l'allure d’'un peignede Dirac dans le domaine des fré-
guences spatialedid 8 a droite), alors méme ques
deux passages a lamite conduisent a un peigngans
le domaine spatial (remplacer la « porte » de large
et de hauteur fixée, associée a la fente,
I'« impulsion » de largeua et de hauteur &j.

par



fig 9 : Diffraction et interférences par N fenteg,\@ai

On reconnait sur lfig 9 la figure de diffraction paN
fentes : on voit clairement les raies associéeteane
d’interférences « enveloppées » par le terme deadif
tion en forme de sinus cardinal au carré.

fig 10 : « Grille » et sa figure de diffraction-grférences :
cliché et simulation

Enfin, on observdig 10 une « grille » et son spectre.
Ce dernier (la figure de diffraction-interférencesso-
ciée) se déduit aisément des spedlige8 ou fig 9, en
considérant un ensemble d'alignements paralléles
d’ouvertures carrées.

3 L'EXPERIENCE D'ABBE

3.1 Description du montage

L'expérience d’Abbe repose sur les caractéristiqles

la diffraction a l'infini et I'obtention des figusede dif-
fraction par transformée de Fourier. Cette expégen
met clairement en évidence la possibilité d'opétes
modifications sur une image en travaillant sur spac-

tre. Elle correspond au montage suivant. On fixe a
I'extrémité d’'un banc optique une ouverture dans la

qguelle on place une image translucide Xmy) (par
exemple une diapositive, plackg 11 a gauche). Celle-

ci est éclairée par des rayons lumineux arrivardlfga
lement sur I'image (grace a une lentille non repnés
tée). Pour simuler les conditions de Fraunhofer, on
place (revoirfig 3) une lentille convergente;Lsur le
chemin des rayons de la lumiére diffractée pardie
Im(x, y), positionnée dans le plan objet de La len-
tille raméne au niveau de son plan image tous les
rayons paralléles qui auraient d0 «se rencontrer a
I'infini ». Ainsi, la figure de diffractioncalculable par
transformée de Fourieest ramenée par;la distance
finie. Elle correspond awspectre delm(x, y) et se
trouve dans le plan image de; (fig 11 au centre en
rouge) qu'on appelle dongplan deFourier de la len-
tille. Notons-le Pl Le montage d’Abbe comprend une
seconde partie ou l@éme processus optique se répete
avec une seconde lentille identiqug (partie droite de

la fig 11). C'est le spectre de Im(y), situé au niveau
du plan objet de 4, qui joue alors le rble de

I «image ». Les deux lentilles étant identiquésde
méme distance focale on parle demontage 4fDans

le plan image, ou plan de Fourier Rfe L, on visua-
lise dondla figure de diffraction a I'infinidu spectre de
Im(x, y), c’est-a-dire le spectre... de son spectre.

TF du Spectre de l'image
Image inversée
y

Image placée dans
le plan focal objet
de Ly Plan de Fourier de L

Im(x, ») La

En rouge : Spectre de l'image
TE@)(Z, 7,)

Plan de Fourier de L
Ia(-%, -y)

fig 11 : Expérience d’Abbe ou Montage 4f

Autrement dit, on observe dans le plan image gL
double transformée de Fourier de I'imadm(x, V).
Comme dans le cas unidimensionneldtauble trans-
formée de Fourierd’'un motif & deux dimensions,
donne lemotif lui-méme mais inversé par rapport a
l'origine :

[TEoTF](IM)(x,y) = Im(=x,~y) 9)
On observe donc en PFimage placée au niveau de
'ouverture éclairée, avant;L.maisinversée(fig 11 a
droite).

3.2 Ce que l'on faitréellement

Si I'on récupére bien au niveau du plan de Fourier

de L, 'image placée dans le plan objet dg ais in-
versée, toute modification effectuée au niveau ate s
spectre en PFaura une incidence sur le contenu de
'image visualisée en BFAinsi, il est possible de voir
en Pk les altérations de I'image qui font suite a la-sup
pression volontaire ou accidentelle de certainés fr
guences de son spectre en;.PBi I'on supprime
'ensemble des fréquences situées a I'extérieun d'u



disque placé en RFon réalise urfiltrage passe-bas
qui provoque l'adoucissement des contours visuéitisé
12, ainsi qu'une suppression des détails les plss fin

filtre dans le plan
de Founer

plan objet

lentille 1 lentille 2 plan image

L

|
@0’

Transformée
de Fourier de
Fiu.v) Hinx)

Transformée

fxv) deT ot de B Fuv)H{uw) f-x.-) S h(ij)

fig 12 : Filtrage passe-bas et suppression desildéta

Inversement, placer un cache circulaire au centre d
plan de Fourier PFsupprime les basses fréquences : on
effectue alors unfiltrage passe-haut Cela a pour
conséquence d’accentuer les contours de l'image tou
en atténuant les différences d’intensités entrpleges
continuesfig 13). On réalise alors urgrioscopie

filtre dans le plan

plan objet lentille 1 de Fouriet lentille 2 plan image
9 :
L
[ TLE O
o)
) %,
90¢
a
[
o Transformée - . Transformée A @R
B geFomierdefiry) TOVHEY g Tonrerde H=y) @)
Fluv)Huv)

fig 13 : Filtrage passe-haut, strioscopie

Sur lesfig 12 et 13 (ces schémas trés explicites sont
tirés de [5]) on précise I'opération denvolutioncor-
respondant au filtrage réalisé. La suppressionetiaie
nes fréquences au niveau de; Révient amultiplier la
fonction des deux variablgs, et p, (notéesu etv sur
les schémas) par une fonction bidimensionnelleezont
nant des O et des 1 ... aux bons endroits. La seconde
transformée de Fourier (laiffraction a [linfini)
s’effectue donasur ceproduit. Conformément au théo-
réme bien connu, on obtient en Pkmage inversée
convoluéeavec la transformée du filtre.

3.3 Filtrage des fréquences spatiales

Les opérations de filtrage décrites 22 se rapportent
a des suppressions de fréquences relatives aurespect
d'une image. On parle donc ditrage des fréquences
spatiales. Si dans l'image figure une trame parasite
unidirectionnelle dont la fréquence est mesuralzde,
suppression de cette fréquence dans le spectmanatt
théoriguement I'image de la trame. Cette retouche a
bien sdr un prix puisque la fréquence supprimée, et
I'ensemble des fréquences alentour, contiennergi aus
des informations sur certaines des caractéristigiges

l'image. En particulier, si la trame correspond s d
oscillations rapides, la suppression des hauteg émé

ces correspondantes aura pour effet l'introduction
d’'oscillations parasites associées au phénoméne de
Gibbs [8], [9].

On voitfig 14 différents filtrages réalisés sur un spectre
associé a une «grille i 10) : un masque placé en
PF, ampute le spectre d’'un ensemble de fréquences
correspondant a une trame dans une direction donnée
Cette trame disparait de I'image reconstituée en(&t

bas des deux figurdfy 14). Dans le cas de la simula-
tion numérique, notons que les «filtres » sontsie-

ples « caches » ou « masques multiplicatifs ».

fig 14 : Filtrage des fréquences spatiatdan « grille » :
filtrage optique et simulation

4 TRAITEMENT D’'IMAGES

4.1

Les manipulations effectuées dans le montage d’Abbe
indiquent clairement que I'on a pu modifier une gaa
en intervenant sur son spectre. Ces opérationgtént
effectuées dans I'espace physique « réel », et leanm-
séquences ont étdéiesdans ce méme espace. Dans ce
contexte, on associe a la transformée de Fourgises
propriétés des processus physiques bien concrets.

On va, a présent, effectuer les mémes opératians, o
presque, mais de fagcon numérique. On rentre abors d

le domaine du traitement d'images, ou c’est enrvate
nant essentiellement au niveau de son spectre gu’un
image est modifiée, retouchée, traitée. Dans notre
étude, diltrer » consiste simplement a placer un
« masque multiplicatif » dans le plan des fréquence
spatiales de l'image. La «reconstruction » apiies f

trage, correspond a la seconde partie du montage
d’Abbe et a ce que I'onoit en PF (fig 11-13.
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Les deux grands effets auxquels on va étre coréront
sont les effets deepliement de spectre ou

d’ « aliasing », dus a dchantillonnage et le phéno-
méne de Gibbs di & une troncature plus ou moins bru
tale du spectre. Tous deux introduiront des pécités
parasites, absentes des images avant reconstrugiion
ces deux effets sont omniprésents, on ne peutsami¢h
s’en affranchir complétement suite au « traitensedée
limage associé a un aller-retour entre I'espacd e¢
I'espace des fréquences spatiales, en particuierep
gu’un signal et son spectre ne peuvent étre simgita
ment & support borné.

Pour notre étude, on va générer sous M@tlame

« image témoin » comprenant plusieurs motifs qae I
va d'abord analyser et traiter séparément. Cesfsnoti
sont trés simples pour étre identifiables faciletinn
point de vue spectral, mais suffisamment variésr pou
que l'image soit intéressante et riche.

4.2 Remarque importante

Dans les simulations qui suivent, comme dans celles
présentées plus haut, on a utilisé un logiciel aleut

ol les images sont, par nature, « échantillonnéets »

« fenétrées ». De plus, leurs spectres sont obtpaus

« transformée de Fourier discréte » (indépendamment
de l'algorithme de calcul de FFT). Par conséquent,
nous devrions tenir compte de ces propriétés Barin
ques et de leurs conséquences. Néanmoins, les situa
tions dans lesquelles nous nous sommes placés nous
permettent de les ignorer. Dans la suite, on fenacd
comme si ces caractéristiques ne nous concerraésnt

et on parlera de FFT pour désigner la transform&e d
Fourier au sens ou I'on en parlait dans les pa2tiet3.

4.3 Un exemple simple : la suppression d'une trame

Le motif fig 15 & gauche est composé de deux trames
oscillantes orthogonales caractérisées par lesidréq
ces spatiales 5 et 10™nfunité arbitraire). La fonction
de deux variables spatiales associée a ce mot8(est

y) = sin(2e5x).sin(2r10y). Son spectre obtenu par FFT
est constitué de quatre raies trés étroites agaiéx
deux fréquences dédoublées.

fig 15 : Sinusoides orthogonales et leur spectre

On vérifie a présent que la suppression d'un jeu de
raies associé a une fréquence supprime bien
I'oscillation correspondante dans l'image, exacteime
comme on l'a fait dans I'expérience d’Abbe. On crée
pour cela un filtre simplement constitué d'un «lme
positionné au niveau des raies symétriques a suppri

Le filtre vaut 1 partout, sauf au niveau des raiasl
vaut 0. Une simple multiplication avec le spectup-s
prime les fréquences a enlevég (16).

fig 16 : Suppression des fréquences 10en5 nt

En effectuant la FFT des spectres filtfigs16, on ob-
tient les figures initiales (inversées) desquelles
I'oscillation correspondante a dispafig(17).

1l

X

fig 17 : Oscillations & 10 M et & 5 it supprimées
4.4 Traitement d’'une image a plusieurs motifs

4.4.1 Description de I'image et de son spectre

Pour commencer, on construit une « Image » dans la-
quelle figurent quatre motifs simplefig(18 a gauche).
Chaque motif a un spectre facile a identifier. Letim

en haut a gauche correspond a deux oscillatiom®-ort
gonales & 5 et 10 T Son spectre comprend quatre
raies bien piquées a =5 et +10. Le motif en baaw g
che est un ensemble de rayures horizontales. San sp
tre se déduit de celui d'un ensemble de fentes. De
méme, les rayures obliques du motif en bas a droite
conduisent a un spectre analogue au précédent, mais
tourné d'un certain angle dans I'espace des frézpgen
spatiales. Enfin, le motif supérieur a droite nemeo
prend que des variations trés progressives. Toute
I'énergie de son spectre est donc concentrée dans |
trés basses fréquences spatiales, au centre diespec

fig 18: L'Image et sa double FFT



Comme on le constate, toutes les parties specijakes
I'on vient de décrire se retrouvent au sein du spec
global (en particulier les quatre raies a +5 et)tbien
gue les rayures introduisent un enchevétremendids.r
Remarquons que le spectfig 19 ne donneaucune
information sur lespositions des motifslans I'lmage
composite. Ldig 18 & droite correspond a la FFT du
spectre. Comme on s'y attendait, on obtient I'lmage
originelle, mais inversée par rapport & son centre.

: : - MOTIFS SPECTRALX :
. BPECTRE de MAGE des OSCILATIONS,

LCOMPDSITE. . E " ) di FOND?, |

“des.EENTES,

~des RAYURES .|

fig 19 : Spectre de I'lmage composite

4.4.2 Filtrage passe-bas et filtrage passe-haut

Au vu du spectrdig 19, les parties du spectre corres-
pondant & chaque motif seront différemment affectée
selon le type de filtrage effectué. Aprés recouastn,
certains motifs seront donc modifiés ou dégradés pl
que d’'autres. A ce titre, f&g 20 (images agrandies) est
trés explicite. Un filtrage passe-bas adoucit staurs
en introduisant des oscillations aux discontinylités
comme attendufig 20 & gauche). Les oscillations sinu-
soidales en bas a droite (on n'oublie pas quedans
titution restitue une image inversée) ont dispate :
filtrage a dO supprimer les quatre raies a +5 &t pre-
sentes dans le specfiig 19. A droite de lafig 20, on
observe la reconstruction de I'lmage aprés unafiir
passe-haut. Les contours au niveau des rayurezoheri
tales (en haut & droite) sont soulignés. Les agicilis
sinusoidales en bas a droite sont bien restituéas.
contre, la partie « lente » en bas a gauche ameasi
disparu.

fig 20 : Reconstruction apres filtrage PB et PH

4.4.3 Détramage

Dans la méme veine, on réalise le « détramagemed’u
image parasitée par une oscillation horizontalena
fréquence spatiale donnée : il s'agit de suppridsars
le spectrefig 21 (a droite) les deux pics bien visibles
associés a la fréquence parasite.

SPECTRE de IIMAGE PARASITEE

fig 21 : Image parasitée par une oscillation etctpe global

Un « cache multiplicatif » constitué de deux regtas
noirs (des « zéros ») placés aux bons endroitsseéal
cette amputationfig 22 a gauche). Une FFT du spectre
résultant conduit a l'image détramée, débarrasste d
l'oscillation parasite. Il est clair qu’un filtragaussi
grossier entraine, parallelement, une perte d'infor
mation spectrale par une suppression de fréquences
associées a I'image seule. On récupére donc urgeima
détramée mais forcément « abimée » par des oscilla-
tions de Gibbs et des frontieres Iégérement érodées

IMAGE Détramée

fig 22 : Suppression des pics associés a 'osaillaparasite
et reconstruction : I'lmage a été détramée...
et un peu abimée

4.4.4 Effets de I'échantillonnage

Dans cette section, on va considérer les effets de
I' « échantillonnage » de I'lmagiég 18 Comme atten-
du, on obtient, aprés échantillonnage, une dujptinat
dans I'espace des fréquences spatiales du motifrape

de base de I'image non échantillonnfg 23).

E H SPECTRE de [IMAGE Echintillonse
SPECTRE de IIMAGE ., B 3

40 o -0 a0

fig 23 : Spectre de I'lmage avant et apres échimtilage



Aprés sélection par filtrage - plus ou moins - pasas

du motif spectral au centréig 24), puis reconstruction
par FFT, on obtient les images (agrandies) présenté
fig 25. Lafig 25 aest obtenue par FFT du spectre filtré
fig 24 a gauche. Lig 25 best issue du filtrage présen-
té fig 24 & droite : on prend iglus de hautes fréquen-
ces risquant d’englober certaines fréquences dessnoti
dupliqués par I'échantillonnage. Par conséquent, le
« repliement » sera bien présent, voire prédominant
dans la reconstructiob, alors que le phénoméne de
Gibbs se manifestera,priori, surtout dans celle en

fig 25 a et b : Reconstructions issues des spefigest

40
0 20
o

fig 24 : Deux filtrages du spectre de I'lmage édillomnée 4.4.5 Reconnaissance et « corrélation »

Sur la coexistence de ces deux effetsfip?5 a et b
sont particulierement parlantes. Bhon remarque les
phénoménes de repliement qui ont lieu, par exeraple,
niveau des parties «rapides » de l'image (en Baut
gauche au niveau des rayures obliques, en basita dro
au niveau des oscillations) : des périodicités matese
de limage originellefig 18 y figurent. La fréquence
d’échantillonnage aura donc été trop faible papoap
aux fréquences spatiales les plus hautes de l'imm&dge
ginelle. Parallélement, le phénomene de Gibbs s8-ma
feste aussi : des oscillations apparaissent awanides
frontiéres dans I'image, au niveau des rayuresaen &
droite, et en bas & gauche a la frontiére de la zon
« lente ». Dans la reconstructifig 25 g le phénomene
de Gibbs prédomine, priori : dans le spectre filtrdig

24 4 gauche), il y a moins de fréquences parasites due
a la duplication, mais augséu de hautes fréquences

Pour terminer, on considére toujours I'lmafig 18
dans laquelle on a inséré divers motifs : une ¢rax
anneau et trois lettres kg 26).

fig 26 : Notre Image contenant différents motifs

Il s’agit ici d'illustrer un résultat concernant teans-
formée de Fourier du « produit de corrélation »;- pe
mettant la mise en évidence d'un « signal » noyésda
signal global. Dans le plan spectral de I'lmageteon
nant les motifs « + », « O », et « F », on plaoceohju-
gué du spectre du motif de référenpee I'on désire
repérer, en l'occurrence la lettre F majusciitg Z7).




fig 27 : F majuscule et son spectre

Aprés avoir pris la FFT des deux spectres « consbiné
(par un simpleproduit), on récupere I'imagdig 28
dans laquelle se distinguent un certain nombreicke:p
aux pics intenses correspond la présence du niif ¢
ché, la lettre F, dont on repére clairement leis fposi-
tions dans I'image. Un pic moins prononcé désigne |
position de la croix au centre, dont la forme saente

a celle du F (un jeu de « fentes » orthogonales).
Enfin, une circonvolution trés diffuse (en hautraitk)
marque I'emplacement de I'anneau, trés éloigné dans
forme de celle du F.

'

fig 28 : Positions de la lettre F dans I'lmage avaotifs

5 CONCLUSION

La compréhension et la maitrise d'un ensemble de co
cepts nécessitent de pratiquer intensément le forma
lisme qui lui correspond. Dans les enseignements a
consonance technologique, cette pratique porte- rare
ment sur plusieurs domaines d’application. Pouystant
'outil mathématique et les concepts qu'il exprime,
existent en tant que tels et s'Taccommodent de lgris
phénoménes physiques qui en sont comme les différen
tes réalisations. Les objectifs de cette présemtagi du
projet tuteuré proposé aux étudiants de DUT R&T est
précisément de cerner certains aspects d’'un métile ou
- en I'occurrence la transformée de Fourier - amiet-
tant en paralléle dans deux contextes vus comraa-étr

gers l'un & l'autre. Des phénoménes appréhendés par
les étudiants comme plus ou moins abstraits --inva
riance par décalage temporel, repliement de spectre
phénoméne de Gibbs, effets de filtrage - appandisse
dans le contexte de I'Optique ondulatoire comme des
manifestations bienisibleset localiséesdans I'espace
usuel. lls acquieérent ainsi une portée et un staiiits
n'avaient pas dans I'étude exclusive et cloisondée
traitement du signal, donnant aux étudiants etuésle
auditeurs une hauteur de vue qu’on peut vouloir dis
penser dans nos enseignements.

Proposé depuis plusieurs années, ce projet tutesteé
difficile, par les lectures et I'ouverture d’'espqtril
réclame. Néanmoins, grace a I'universalité de liw®a

de Fourier, les bénéfices que tous (étudiants amex
nateurs) en retirent sont évidents : ouverturegsial-
gues grands thémes de la Physique et recul vis-devi

la thématique particuliére du traitement du signal.
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