


particulier), les étudiants doivent présenter trés clairement le
role joué par chacun d’entre eux. Sans cela, I’exposé tout entier
reste obscur et les figures tracées dans la suite, quasiment
illisibles.

o L’entier n : il est associé a la discrétisation du temps
selon la relation t,, = nT,, ou T, est la période d’échan-
tillonnage du signal. On convient que n varie de 0 a N-1.

e L’entier m : il correspond a la discrétisation de la
fréquence par « pas » de Af. On écrit donc

fm = mAf 3

Si le pas en fréquence est Af = F./N, I'axe des
fréquences est alors gradué tous les 1/(tp—t,), oll tp—t,
est la largeur de la fenétre encadrant le signal. En effet,
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o L’entier NV : il représente le nombre d’échantillons, tant
temporels que fréquentiels. La problématique du cal-
cul rapide par FFT conduit a prendre N comme une
puissance de 2. Pour rendre notre étude tres simple et
visuellement bien explicite, on se limitera, sauf mention
contraire, 3 N = 23 =8,

II. REPRESENTATION 3D DES TERMES W™
A. Des escaliers en colimagon

Selon la formule (1), chaque terme de la suite associée a la
TFD correspond & une valeur de m. Les entiers [N et m étant
fixés, on va donc visualiser 1’évolution des Wy'" en fonction
de D’entier n. L’idée est alors d’attribuer a un point de I’espace
les coordonnées z, y et z associées aux W '™ en posant, pour
n compris entre 0 et N—1 [4-5] :

z(n) = cos(2mrmn/N),
y(n) = —sin(2rmn/N) ®)
et z(n) = n.

Dans le cas ot N = 8, on obtient les huit graphes Fig.1
que I’on appellera « escaliers » dans la suite du texte. A une
valeur de m correspond donc un escalier dont les « marches
», en bleu, tournent autour d’un axe central, en rouge. Elles
tournent dans le sens indirect (sens des aiguilles d’une montre)
jusqu’a m = N/2, dans le sens direct, au-dela. Chaque marche
correspond a une valeur de n et les points de coordonnées
z(n),y(n), z(n) (& extrémité de chaque marche) sont reliés
par un segment vert. Pour une valeur de N et pour chaque
valeur de m, on a donc la correspondance
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Une marche :

Un escalier :

Sur chaque graphe Fig.1, on lit

o la valeur F, = 1/T, de la fréquence d’échantillonnage.
Ici, avec T, = (tp — tq)/N = 20/8, F, = 0,4 en unités

arbitraires.
o la valeur de f,, donnée par (3) :
F. 0,4
fm=m—=mx — =m x 0,05. ®)

N 8

o les valeurs X, et X, des sommes sur n de z(n) et y(n) :

N-1 N-1
X, = Z z(n) et X, = Z y(n). 9)
n=0 n=0

« la valeur notée Abs(X) correspond au module :
N-1
Abs(X) = |Xo +iX,[ = | > WE". (10)
n=0

C’est donc aussi le module de la somme vectorielle de
tous les « vecteurs-marches » (projetés dans le plan zOvy).
Hormis le premier escalier Eg (m = 0et N = ),
toutes les valeurs de Abs(X) sont nulles, conformément
a I’observation des orientations de toutes les marches qui
balayent uniformément les 27 radians.
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FIGURE 1: Représentation 3D des W' dem=0am =7

B. Ce que I’on voit dans et par les escaliers

1) Périodicités: Apres la symétrie sur les indices m et n,
W™ = WgE™ ), la propriété la plus évidente des W™ est
leur périodicité. Toujours de module 1, W™ retrouve une
méme valeur complexe pour certaines valeurs de m et de n :
quel que soit k entier,

ijr\rll(n+kN) _ W]T\’;n et Wv](vm+kN>n _ W]?\v[zn

(1)



2) Symétrie entre escaliers: On observe que les escaliers
peuvent s’associer par paire. En effet, les escaliers EZ (m =
1, N=28)et E{, E3 et E§, E et EJ se déduisent 'un de
I’autre par symétrie par rapport au plan zOz : I'escalier Ef
est identique au E{, mais tourne dans le sens contraire. De
méme pour les escaliers E2 et ES, ES et EJ. L'escalier E3 est
alors son propre symétrique. Ceci correspond a la propriété :

Wy = (W) (12)

3) Symétrie dans chaque escalier: A 1’intérieur d’un méme
escalier, certaines marches sont symétriques par rapport a I’axe
central. Par exemple, pour m = 1, les marches n = 0 et 4,
n =1 et 5, etc., sont en opposition. Pour m = 2, ce sont les
marches n = 0 et 2, n = 1 et 3, etc. Dans tous les cas, on

cherche ’entier relatif ¢ tel que
—2mm(n+q)/N = —27mn/N + 7+ 2kmw, Fk entier. (13)

On a donc, pour N =8

g =—-NQ2k+1)/(2m) = —4(2k + 1) /m. (14)
Pour m =1, gqo = —4; pour m = 2, gqo = —2; pour m = 3,
g1 = —4; pour m = 4, qo = —1. C’est bien le nombre de

marches a ajouter, comptées dans le sens indirect (Fig. 1).

4) Tours exacts avant n = N et PGCD de m et N:

De fagon moins grossi¢re qu’en /) W™ peut reprendre une
valeur réelle ou complexe identique, par exemple W™ =
avant que n ne prenne la valeur N. En particulier, on observe,
quand ils se réalisent, I’existence de tours « exacts » effectués
par les W™ avant que n = N. Sur les escaliers E7}?, on peut
aussi compter ces tours.
Sur les graphes Fig. 1, on constate que ceci a lieu pour certains
escaliers, et pas pour d’autres. Pour m = 0,2,4 et 6, on
observe en effet que certains points se trouvent a 1’aplomb
les uns des autres avant que n = N = 8 (trait rouge vertical
en (1,0)). Par exemple, pour m = 2, on constate que :

W =wg, W =w2' e WH=wZ 15

Pour m = 4, la cyclicité est plus grande et les égalités plus
nombreuses pour un méme point. Si /N est une puissance de
2, on vérifie, pour m # 0, qu’elles sont en nombre maximal
pour m = N/2.

Dans les premiers membres des égalités (15), n représente le
nombre de marches au bout desquelles la valeur du membre
de droite est atteinte. La différence entre les deux valeurs de
n donne le nombre de marches contenues dans un tour exact,
ici 4. Pour la premiere égalité, I’entier n doit satisfaire, pour
m et N fixés :

. _mn
e—Qz'fr N

=1 et 0<n<N. (16)

e Sim et N sont premiers entre eux, seul n = N vérifie
e~ 2™ K" =1 et aucun point (avant n = N) ne se trouve
au dessus d’un autre. Aucun « tour » n’est alors achevé
ou « exact » : les escaliers E} et E3 (idem pour ES et
EY) illustrent clairement ce point. Un tour complet (de
n =0 an = N) correspond alors, dans le plan 2Oy, a
un polygone régulier 2 N sommets.

e Si m et N ne sont pas premiers entre eux et ont pour
PGCD g > 1, m/N =m//N' oum = gm' et N = gN'.
Le nombre de marches & « monter » avant d’atteindre la
valeur 1 (vérifiant (16)) est donné par

ng = kN/m =kN'/m/, ke N

17
0<ng <N a7

Ayant ny entier, on a k = m/ et ny, = N’ = N/g. Un
tour exact correspond donc, dans le plan 2Oy, a un polygone
régulier & N/g sommets. D’autre part, le nombre de tours
exacts n,; effectués entre n = 0 et n = N est simplement
ng = N/np = g = PGCD(m, N). C’est bien ce qu’on
vérifie dans les escaliers E2, E§ et ES Fig. 1. Dans le cas
ol m et N sont premiers entre eux, on a aussi, évidemment,
n; = 1 = PGCD(m, N).

On donne Fig. 2 quelques exemples d’escaliers ou I'on dis-
tingue clairement, pour des valeurs de m et de N intéressantes,
le nombre de marc



